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Аннотация. В работе рассматривается надкритический ветвящийся про-
цесс в случайной среде, представляющей собой независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины. Предполагается, что для сопровожда-
ющего блуждания выполнено правостороннее условие Крамера, а на ко-
личество потомков одной частицы накладываются ограничения на уровне
моментов. Для логарифма процесса доказана интегро-локальная теорема,
то есть получена точная асимптотика вероятностей попадания в отрезки
малой длины. Полученный результат описывает как большие, так и уме-
ренные уклонения процесса. Методика исследования процесса основана на
представлении процесса как решения рекуррентного уравнения.
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1. Введение

Пусть η = (η1, η2, ....) — последовательность независимых одина-
ково распределенных (н.о.р.) случайных величин, которые мы будем
называть случайной средой, а fy —семейство производящих функций.
Ветвящимся процессом Zn называют марковскую цепь с Z0 = 1 и
условной переходной производящей функцией

fZn+1|Zn,η(s) = fηn(s)Zn .

При изучении ветвящихся процессов важную роль играет так называ-
емое сопровождающее блуждание

Sn = ξ1 + ...+ ξn,

где ξi = f ′ηi(1). Мы будем предполагать, что математическое ожида-
ние Eξ1 = µ конечно и процесс надкритический, µ > 0. Кроме того,
будем считать, что шаги сопровождающего блуждания удовлетворя-
ют правостороннему условию Крамера Eehξ1 <∞ при h ∈ [0, h+) при
некотором h+.

Ветвящиеся процессы в случайной среде были введены в рабо-
тах [1], [2], [3]. Первоначально основные результаты были связаны со



случаем дробно-линейных производящих функций fy, в котором уда-
ется получить явное выражение для вероятностей P(Zn = k|η), в на-
стоящее время хорошо изучен общий случай (например, [4], [5]).

В данной работе рассматривается асимптотика вероятностей

P(lnZn ∈ [x, x+ ∆n)), n→∞

при ∆n → 0, x ∈ [µn, θn], где θ ∈ [µ,m+), m+ — некоторая константа,
определенная ниже. При x − µn = O(

√
n) это вероятности попадания

в ”типичные множества”, при x − µn порядка n это вероятности так
называемых больших уклонений, в остальных случаях это вероятности
умеренных уклонений.

Асимптотика вероятностей больших уклонений для ветвящихся про-
цессов в случайной среде рассматривалась рядом авторов, в частности,
точная асимптотика исследовалась М.В.Козловым в работах [6], [7] в
случае геометрического распределения числа потомков. В этом случае
было показано, что при выполнении условия Крамера

P(lnZn ≥ θn) ∼ Ĩ(θ)P(Sn ≥ θn), n→∞,

где θ ∈ [µ, θ+), Ĩ(θ) — некоторая функция, для которой найдено яв-
ное выражение. Использованные в работе методы напрямую опира-
лись на явное представление изучаемых вероятностей, вытекающее из
того, что распределение числа потомков геометрическое. Другой под-
ход был использован C.Boeinghoff, G.Kersting, V.Bansaye, J.Beresticky
в работах [8], [9]. Они рассматривали случаи как легких (геометриче-
ских), так и тяжелых (степенных с достаточно малым показателем)
хвостов распределения величин Xi, представляющих число непосред-
ственных потомков одной частицы. В этих работах получена грубая
(логарифмическая) асимптотика. В вышедшей в этом году работе [10]
исследована асимптотика умеренных уклонений для надкритических
ветвящихся процессов, но рассмотрена только зона, в которой работает
нормальное приближение для рассматриваемых вероятностей.

В данной работе получена точная асимптотика

P(lnZn ∈ [x, x+ ∆n)) ∼ ∆nI(θ)√
n

P(Sn ≥ θn), n→∞,

для надкритических ветвящихся процессов, чье сопровождающее блуж-
дание удовлетворяет условию Крамера, а числоX d

= Z1 непосредствен-
ных потомков одной частицы удовлетворяет условию EXh < ∞, где
h ∈ [0,max(h+, 1 + ε)) при некотором ε > 0. Для I(θ) получено явное
выражение и доказано, что эквивалентность при этом равномерна по
x ∈ [µn, θn] при любом θ ≤ m+.



2. Основная часть

Пусть Zn — ветвящийся процесс в случайной среде, X — число
непосредственных потомков одной частицы, ξ — шаг сопровождающе-
го блуждания. Будем предполагать выполнение следующих условий:
(A) ξ нерешетчата, Eehξ <∞, h ∈ [0, h+),
(B) EXh <∞ при h ∈ [0,max(h+, 1 + ε)) при некотором ε > 0,
(C) Eξ = µ > 0.

Положим m(h) = (lnR(h))′, σ2(h) = m′(h), m+ = limh→h+ m(h).
Функция m(h) строго возрастает, поэтому при любом θ ∈ [µ,m+) най-
дется единственное h ∈ [0, h+), для которого m(h) = θ, обозначать
которое будем hθ. Положим

Λ(θ) = sup
h

(θh− lnR(h)) = hθθ − lnR(hθ), θ ∈ [µ,m+).

Сопряженной к ξ величиной будем называть ξ(h) с распределением

P(ξ(h) ∈ A) =
1

R(h)

∫
A

ehxP(ξ ∈ dx).

Тогда m(h) = Eξ(h), σ2(h) = Dξ(h).
Теорема. Пусть выполнены условия (A), (B), (C). Тогда соотно-

шение

P(lnZn ∈ [x, x+∆n)) ∼ Î(x/n)P(Sn ∈ [x, x+∆n)) ∼ I(x/n)
∆n√
n
e−Λ(x/n)

при n → ∞ и всех ∆n, достаточно медленно стремящихся к нулю,
выполнено равномерно по x ∈ [µn, θn] при любом θ ∈ [µ,m+). Здесь

Î(y) = lim
m→∞

EZhy
m R(hy)−m, I(y) =

1√
2πσ(hy)

Î(y).

Равномерность полученных результатов по x позволяет получать
интегральные результаты видаP(lnZn ≥ x), однако, интегро-локальная
форма более универсальна и позволяет одним выражением описывать
как большие (порядка n) так и умеренные (любого меньшего порядка)
отклонения от среднего µn.

Метод получения указанного результата основан на исследовании
рекуррентной последовательности Yn, где

Yn = AnYn−1 +Bn.

Здесь Ai, i ≤ n — н.о.р. случайные величины, такие что R(h) = EAhi <
∞, h ∈ [0, h+), Bi, i ≤ n — величины, такие что Bi не зависит от



Ai+1, ..., An при любом i < n. Рекуррентные последовательности та-
кого вида хорошо изучены, в частности в крамеровском случае боль-
шие уклонения для них описаны в [11], однако, принято рассматривать
именно случай н.о.р. (Ai, Bi). В рассматриваемом же нами случае Bi,
во-первых, зависят от предыдущих Ai, а вот вторых могут быть не
одинаково распределенными при определенных ограничениях на мо-
менты EBhi . При E lnA1 > 0 для таких последовательностей даже в
случае растущих Bi удается получить теорему об асимптотике веро-
ятностей P(lnYn ∈ [x, x+ ∆n)).

Ветвящийся процесс представляет последовательность такого вида,
если рассматривать Ai = eξi , Bi = Zi −Zi−1e

ξi . Удается показать, что
в нашем случае последовательности Ai, Bi удовлетворяют требуемым
условиям, оценив моменты EBhi при различных h.

3. Заключение

В работе получена асимптотика вероятностей

P(Zn ∈ [x, x+ ∆n))

равномерно по x ∈ [µn, θn], где θ ∈ [µ,m+). В отличие от работ [5], [8]
полученная асимптотика точная, а не логарифмическая, по сравнению
с [10] изучен более широкий диапазон x, а в сравнении с [6] результат не
использует явного представления вероятностей P(Zn = k|η). Техника
интегро-локальных теорем, представленная Shepp ( [12]), Stone ( [13])
и активно разработанная впоследствии А.А. Боровковым, Могульским
и рядом других математиков, позволяет получить универсальный ре-
зультат, сочетающий в себе теорему об умеренных и больших уклоне-
ниях. Подход, основанный на рассмотрении представления процесса
в виде рекуррентно заданной последовательности, позволяет изучать
асимптотику не только непосредственно для ветвящегося процесса, но
и для других представимых в таком виде моделей, в частности, ветвя-
щихся процессов в случайной среде с иммиграцией.
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