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Аннотация. В данной работе рассматривается математическая модель си-
стемы управления запасами в виде модифицированной модели Крамера-
Лундберга с релейным управлением и произвольным распределением объе-
мов потребления. Найдено точное выражение для стационарного распреде-
ления вероятностей значений процесса уровня запасов, накопленных в си-
стеме.
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1. Введение

Существуют различные классификации моделей управления запа-
сами. В соответствии с классификацией по исследуемым периодам раз-
личают однопериодные и многопериодные модели. Newsvendor problem
(модель разносчика газет) одна из классических однопериодных моде-
лей теории управления запасами [1–4,8, 9].

Обобщением однопериодных моделей являются многопериодные,
являющиеся более сложными, поскольку в многопериодных моделях
предполагается использование оставшихся в конце предыдущего пе-
риода запасов [5, 10]. Многопериодные модели управления запасами с
релейным управлением рассмотрены в [6,7].

В данной работе строится и исследуется модифицированная модель
Крамера-Лундберга с релейным управлением и произвольным распре-
делением объемов потребления, которая имеет широкое применение в
теории управления запасами, экономике, страховании и других обла-
стях.

2. Математическая модель

Рассмотрим математическую модель управления запасами (Рис. 1).

Обозначим объем накопленных ресурсов в системе к моменту вре-
мени t через s(t). На вход системы с непрерывной постоянной скоро-
стью ν в единицу времени поступают некоторые ресурсы. Запросы на
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Рис. 1. Система управления запасами

потребление ресурса поступают в систему в случайные моменты време-
ни. Моменты поступления запросов на потребление ресурса образуют
пуассоновский поток с кусочно-постоянной интенсивностью λ(s), ко-
торая зависит от значений s(t) = s величин запасов, накопленных к
моменту времени t поступления заявки на потребление ресурса

λ(s) =

{
λ1, s < S,

λ2, s ≥ S,

здесь S – некоторое пороговое значение ресурса, при превышении ко-
торого происходит смена интенсивности пуассоновского потока. Будем
считать, что величины запросов на потребление – независимые, оди-
наково распределенные случайные величины, имеющие произвольную
функцию распределения B(x).

Будем полагать, что процесс s(t) может принимать отрицательные
значения, интерпретируя это как отложенное исполнение запроса на
потребление, то есть если для исполнения заявки на потребление недо-
статочно ресурса, то заявка ожидает накопления требуемого объема
ресурса.

Условие существование стационарного режима имеет вид

λ1b < ν < λ2b,

где b - первый момент функции B(x). Таким образом, если условия
λ1 < ν/b < λ2 и s < S выполняются, то ресурс накапливается в си-
стеме, в противном случае при s ≥ S объем ресурса в системе будет
уменьшаться, поскольку интенсивность потребления увеличится.

3. Постановка задачи

Исходя из определения процесс s(t) является марковским с непре-
рывным временем t и непрерывным множеством состояний −∞ < s <
∞.

Обозначим плотность распределения вероятностей значений про-
цесса s(t)

P (s, t) =
∂P {s(t) < s}

∂s
,



и запишем следующее равенство

P (s+ ν∆t, t+ ∆t) = P (s, t)(1− λ(s)∆t)+

+∆t

∞∫
0

λ(s+ x)P (s+ x, t)dB(x) + o(∆t),

тогда имеет место следующее интегро-дифференциальное уравнение

∂P (s, t)

∂t
+ ν

∂P (s, t)

∂s
= −λ(s)P (s, t) +

∞∫
0

λ(s+ x)P (s+ x, t)dB(x).

Рассматривая функционирование системы в стационарном режиме и
обозначая стационарную плотность распределения P (s) вероятностей
значений уровня запасов накопленных в системе, полагая ν = 1, преды-
дущее уравнение перепишем в виде

P ′(s) + λ(s)P (s) =

∞∫
0

λ(s+ x)P (s+ x)dB(x), (1)

где P (s) удовлетворяет граничным условиям P (−∞) = P (∞) = 0.
Будем полагать, что решение уравнения (1) существует и единственно.
Ставится задача нахождения вида функции P (s).

4. Решение P (s) уравнения (1)

Введем обозначения

S∫
−∞

P (s)ds = R1,

∞∫
S

P (s)ds = R2.

Сформулируем утверждение о вероятностях R1 и R2.
Утверждение 1 Вероятности R1 и R2 имеют вид

R1 =
λ2b− 1

λ2b− λ1b
, R2 =

1− λ1b
λ2b− λ1b

.

Сформулируем теорему о решении P (s) уравнения (1).



Теорема 1 Решение P (s) уравнения (1) имеет вид

P (s) =

 1
2π

∞∫
−∞

e−jusP ∗1 (u)du, s ≤ S,

Ce−γ(s−S), s > S,

где γ - единственный положительный корень уравнения λ2 − γ =

λ2
∞∫
0

e−γxdB(x), j =
√
−1. P ∗1 (u) – преобразование Фурье функции

P1(s) =

{
P (s), s ≤ S,
0, s > S,

определяемое выражением P ∗1 (u) =
λ2

{
1−

∞∫
0

ejuxdB(x)

}
−ju

λ1

{
1−

∞∫
0

ejuxdB(x)

}
−ju

C
ju−γ e

juS , кон-

станта C определяется равенством

C = γR2.

Сформулированная теорема определяет стационарное распределе-
ние вероятностей значений процесса s(t).
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In this paper, we consider the modified Cramer-Lundberg model of inventory
management system with On/Off control and arbitrary distribution of demand
purchases values. Exact expression for the steady-state probability distribution
of the inventory level accumulated in the system is obtained.
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