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Аннотация. Мы даем полное описание спектра гамильтониана квантового
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Ключевые слова: квантовое блуждание, гамильтониан, точечный спектр,
непрерывный спектр.

1. Введение

Мы рассматриваем квантовое блуждание с непрерывным време-
нем одной частицы на d−мерной решетке Zd. Внешнее поле задается
δ−потенциалом.

Введем гильбертово (т.е. полное линейное (векторное) над ком-
плексным полем с определенным для любых двух элементов в нем
скалярным произведением) пространство l2(Zd). Элементы этого про-
странства будем обозначать через f = {fx, x ∈ Zd}.

Пусть ek d− мерный вектор, у которого на k− месте стоит 1, а все
остальные координаты нулевые. Определим линейный ограниченный
самосопряженный оператор H = H0 +H1 : l2(Z

d)→ l2(Z
d), где

(H0f)x = −λ
d∑
k=1

fx−ek − 2fx + fx+ek , x ∈ Zd, λ ∈ R,

(H1f)x = µδx,0fx, µ ∈ R

и f = {fx, x ∈ Zd} ∈ l2(Zd). Для определенности будем считать, что
λ > 0.

Квантовая динамика или квантовое блуждание задается диффе-
ренциальным уравнением Шредингера

i
df(t)

dt
= Hf(t),

решением которого является волновая функция

f(t) = e−itHψ ∈ l2(Zd),



где f(t) = {fx(t), x ∈ Zd} и f(0) = ψ ∈ l2(Zd) – начальное условие.
Отметим, что вследствие самосопряженности оператораH, при каж-

дом t оператор e−itH является унитарным.
Волновая функция определяет положение частицы в момент t.Имен-

но, с вероятностью
px(t) = |fx(t)|2

частица в момент времени t находится в узле x ∈ Zd, где fx(t) -
x−координата волновой функции f(t) = {fx(t), x ∈ Zd}.

В случае, когда начальное условие представляет собой собствен-
ную функцию гамильтониана, то есть Hψ = νψ, где ν - собственное
значение, решение выглядит следующим образом:

f(t) = e−itHψ =

∞∑
k=0

(−i)k tkHkψ

k!
=

∞∑
k=0

(−i)k tkνkψ
k!

= e−itνψ.

Отсюда следует, что |fx(t)|2 = |fx(0)|2 = |ψx|2, где ψ = {ψx, x ∈ Zd} и
поэтому вероятности px(t) не зависят от времени

px(t) = |fx(t)|2 ≡ |ψx|2,

что подчеркивает важность изучения точечного спектра гамильтони-
ана.

Мы будем исследовать спектр гамильтониана H. Отметим, что по-
хожая задача рассматривалась в статьях [1], [2]. Наш результат явля-
ется обобщением результатов, полученных в этих статьях. В [2] рас-
смотрен только случай λ = 1 и µ < 0. В [1] не объясняется, что в
размерности d ≥ 5 могут возникать собственные значения на границе
непрерывного спектра.

Одночастичный гамильтониан изучался также в работах [3, 4], где
рассматривался более общий потенциал внешнего поля, но размер-
ность решетки d ≤ 3.

2. Основной результат

Положим
γ(ϕ) = cosϕ1 + ...+ cosϕd,

где вектор ϕ = (ϕ1, ..., ϕd) ∈ T d = (−π, π]× · · · × (−π, π].
Обозначим через c(d) классический интеграл Ватсона [5]:

c(d) = π−d
∫ π

0

. . .

∫ π

0

dϕ1 . . . dϕd
d− γ(ϕ)

.



Отметим, что при d = 1, 2 c(d) = +∞, а при d ≥ 3 c(d) < ∞. В
статье [5] при d = 3 интеграл c(3) был вычислен в явном виде. При
d→∞ известно разложение в асимптотический ряд [6]

c(d) ∼
1

d
+

1

2d2
+

3

4d3
+ . . .

Обозначим через σcont(H), σpp(H) – непрерывный и точечный спек-
тры H [7].
Теорема 1 Пусть λ > 0.

— Для всех µ и для любой размерности d σcont(H) = [0, 4λd];
— Для µ = 0 σpp(H) = ∅;
— Для d = 1, 2 точечный спектр σpp(H) состоит из одного соб-

ственного значения ν = ν(µ, λ), где ν /∈ σcont(H);
— Для d = 3, 4

если | 2λµ | < c(d), то точечный спектр σpp(H) состоит из
одного собственного значения ν = ν(µ, λ), где ν /∈ σcont(H);
если | 2λµ | ≥ c(d), то σpp(H) = ∅.

— Для d ≥ 5

если | 2λµ | < c(d), то точечный спектр σpp(H) состоит из
одного собственного значения ν = ν(µ, λ), где ν /∈ σcont(H);
если 2λ

µ = c(d), то точечный спектр σpp(H) состоит из
одного собственного значения ν = 4λd, где ν ∈ σcont(H); если
− 2λ

µ = c(d), то точечный спектр σpp(H) состоит из одного
собственного значения ν = 0, где ν ∈ σcont(H); если | 2λµ | >
c(d), то σpp(H) = ∅.

— Во всех случаях, если µ > 0, то собственное значение ν ≥ 4λd;
если µ < 0, то собственное значение ν ≤ 0; равенство в этих
неравенствах достигается только в том случае, когда d ≥ 5 и
| 2λµ | = c(d).

Таким образом, из теоремы следует
— собственное значение (при условии, что существует) всегда един-

ственно;
— при d ≥ 5 возможна ситуация, когда собственное значение попа-

дает на границу непрерывного спектра;
— при d < 5 собственное значение (при условии, что существует)

всегда лежит вне непрерывного спектра;
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